Vol. XIII NO 2 Diciembre (2005)

fes Matematicas:
Matematicas: 1-22

Ensefianza Universitaria
(©Escuela Regional de Mateméticas
Universidad del Valle - Colombia

El método de las tangentes de Fermat

Sergio Alberto Alarcén Carlos Mario Suescin
Andrés de la Torre
Recibido Feb, 24, 2005 Aceptado Ago. 12, 2005

Abstract

The purpose of the paper is to analyze the general method developed by Fermat for de-
termining maximum and minimum values and the application he made of this method to
the general problem of the tangent to a curve at a given point. The use Fermat made of
the pseudo-equality techniques and the anachronistic interpretations of Fermat’s method of
maxima and minima as the notion of a derivative which is made equal to zero are discussed
in detail. The way Fermat used his method of tangents in the particular cases of the folium
of Descartes and the cycloid are also expounded.
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pseudo-equality.
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Resumen

Se analiza el método inventado por Fermat para hallar maximos y minimos y, en particular,
el concepto de adigualdad. Se desvirtian algunas interpretaciones anacronicas que conectan
dicho método con el célculo de una derivada que se iguala a cero. Se estudia la aplicacion
del método, propuesta por Fermat, para determinar la tangente a una curva plana en un

punto de la misma y se analiza, como caso particular, el de la tangente al folio de Descartes.
Se estudia la extension del método de Fermat al caso de la tangente a la cicloide.

Palabras y frases claves: Adigualdad, maximo, minimo, tangente, limite, derivada.

1 Introduccién

El problema de determinar la recta tangente a una curva en un punto de
ésta interes6 profundamente a los matemaéticos griegos de la Antigiiedad,
quienes concibieron inicialmente la tangente como una recta que toca a la
curva sin cortarla, inspirandose para ello en sus observaciones sobre el circulo.
Los miembros més eminentes de la primera escuela de Alejandria — Euclides,
Apolonio y Arquimedes — se ocuparon del problema. A finales del siglo IV
a.C., Euclides present6 en los Elementos de Geometria los resultados relativos
a la tangente al circulo, entre los cuales destacamos los siguientes:

“Definicién III-2: Se dice que una recta es tangente al circulo
cuando lo toca y prolongada no lo corta” ([4], p. 750).

“Proposicion ITI-16: La recta perpendicular en el extremo de un
didmetro cae fuera del circulo; entre esta recta y la periferia no
se interpondré ninguna otra y el angulo del semicirculo es mayor
que cualquier angulo rectilineo agudo y lo restante menor” ([4], p.
760).
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En el siglo I1T a.C., Apolonio definié la tangente a una seccién conica como la
recta trazada por el extremo de un didmetro paralelamente a las ordenadas a
éste. Apolonio logro asi extender a las conicas la concepcion de tangente que
Euclides habia establecido para el circulo. El texto pertinente de Apolonio,
tomado de Las Cdnicas, reza asi:

“Proposiciéon I-17: La paralela por el vértice de una seccién conica

a una recta trazada ordenadamente cae fuera de la seccion” ([1],

p. 336).
Al finalizar la prueba de este teorema, Apolonio escribié: “:. luego la paralela
por A a una recta trazada ordenadamente no caerd dentro, sino fuera de la
seccion y serd tangente a ésta”, donde A es el vértice de la seccién.

Apolonio complement6 su estudio de la tangente a una seccién en el vér-

tice de ésta con algunos resultados notables, entre los cuales destacamos el
siguiente, por su semejanza con los que Euclides habia establecido para el
circulo en la Proposicién I11-16:

“Proposicién I-32: La paralela desde el vértice de una seccién
conica a una recta trazada ordenadamente es tangente a la seccion
y ninguna otra recta caera entre la tangente y la seccion” ([1], p.
342).

Habia dificultades, sin embargo, para aplicar los métodos euclidianos a otra
clase de figuras geométricas planas conocidas también por los griegos, como,
por ejemplo, la espiral de Arquimedes. Este matematico del siglo ITT a.C. pudo
encontrar la tangente a la curva, siguiendo posiblemente consideraciones de
tipo cinemético, que le permitieron determinar la direccién instantanea del
movimiento del punto mediante el cual se genera la curva.

Con la decadencia de la escuela de Alejandria los métodos de la geometria
sintética de los griegos pasaron a un segundo plano, mientras se imponia
la orientacion intelectual de los musulmanes. A finales del siglo XVI los
mateméaticos europeos habian redescubierto la tradicién geométrica griega,
cuyo contacto con el algebra desarrollada por el Islam terminé originando
dos acontecimientos de primera magnitud en la historia de las matematicas:
(i) la invencion del algebra simbolica, por Vieta, en 1591; (ii) la geometria
analitica, creada por Descartes y Fermat, independientemente uno de otro, en
la tercera década del siglo XVII. Con el desarrollo de la geometria analitica se
clarific6 la relacién entre las curvas y las ecuaciones, y el hecho de que toda
ecuacién en dos variables determinara una curva en el plano produjo una
verdadera explosién de nuevas curvas, con algunas de las cuales resultaba
inadecuado el concepto griego de tangente. La parabola cibica, por ejemplo,
que presentamos en la Figura 1, era una curva bien conocida de Fermat, quien
se refiere a ella en una carta de 1636, en los términos siguientes:
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“...una figura como una parabola, de tal tipo que los cubos de las
ordenadas estdn en proporcién con los segmentos que ellas cortan
en el didmetro. Esta figura es algo como una parabola y difiere de
ésta solo en el hecho de que en una parabola tomamos la razéon de
los cuadrados mientras que en esta figura yo tomo la de los cubos.
Esta es la razoén por la cual M. de Beaugrand, a quien le presenté
este problema, la llama una parabola cubica”. ([6], p. 611)

Figure 1: Parabola cibica.

;, Como se determina la tangente en el punto B, donde la curva y el didmetro
coinciden, si se concibe la tangente como una recta que toca, pero no corta,
a la curva?

Todo ello llevé a que los matematicos del siglo XVII, como Descartes,
Fermat, Roberval, Barrow y Torriccelli, retomaran o criticaran los métodos
de los antiguos griegos y se dieran a la tarea de desarrollarlos y aplicarlos
para la obtencién de la recta tangente a cualquier curva. Algunos de e-
llos razonaron de manera primordialmente geométrica, otros lo hicieron con
una orientaciéon algebraica, y otros introdujeron elementos cineméticos en su
razonamiento. Sus investigaciones abrieron el camino para la invencion del
calculo, por Newton y Leibniz, en el dltimo tercio del siglo XVII.

2 El método de maximos y minimos de Fermat

Hacia el ano 1636 circul6é en Francia una memoria de Fermat titulada Metho-
dus ad disquirendam mazimam et minimam (“Método para investigar maxi-
mos y minimos”), cuya importancia radica en que, ademés de ser el primer
método general conocido para determinar méximos y minimos, presentaba la
idea de dar un incremento a cierta magnitud, la cual tomaba asi el aspecto de
una variable. Por su aporte al desarrollo del concepto de limite, analizaremos
este texto y algunas interpretaciones anacrénicas que se le dan hoy, segin las
cuales en el Methodus subyace el calculo de una derivada que se iguala a cero.

Transcribiremos a continuacién parte del Methodus, respetando la secuen-
cia del contenido, pero separiandolo en parrafos para facilitar su estudio y
andlisis. Fermat se expresa con estas palabras:

“Toda la teoria de la investigacion de méximos y minimos supone
la consideracién de dos incégnitas y la tinica regla siguiente:
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1. Sea a una incognita cualquiera del problema (que tenga una,
dos o tres dimensiones, segiin convenga al enunciado).

2. Se expresard la cantidad maxima o minima por medio de a
en términos que pueden ser de cualquier grado.

3. Se sustituird a continuacién la incégnita original a por a + e
, v se expresara la cantidad maxima o minima por medio de
a y e, en términos que pueden ser de cualquier grado.

4. Se “adigualaran”, para hablar como Diofanto, las dos expre-
siones de la cantidad méxima o minima.

5. Se eliminarén los términos comunes de ambos lados, tras lo
cual resultard que a ambos lados habri términos afectados
de e o de una de sus potencias.

6. Se dividiran todos los términos por e, o por alguna potencia
superior de e, de modo que desaparecerd la e de al menos
uno de los términos de uno cualquiera de los dos miembros.

7. Se suprimiran a continuacién todos los términos donde to-
davia aparece la e o una de sus potencias y se igualara lo que
queda, o bien si en uno de los miembros no queda nada se
igualaran, lo que viene a ser lo mismo, los términos afectados
con signo positivo a los afectados con signo negativo.

8. La resolucién de esta ultima ecuaciéon dard el valor de a,
que conducird al maximo o minimo, utilizando la expresion

original” ([8], p. 143 -144).

Fermat emplea el simbolismo literal introducido por Vieta, que consistia en
el uso exclusivo de letras maytsculas: Las vocales, para las incognitas, y las
consonantes, para las cantidades conocidas. Es importante aclarar que al
transcribir parte de la memoria del Methodus respetamos el texto como lo
tradujo Gonzélez Urbaneja, el cual emplea letras mindsculas.

La idea de "hacer adiguales” dos expresiones proviene de Diofanto, quien
usa, en la Aritmética, el término griego parisdtes para designar una aproxi-
macién a un namero racional tan cercana a éste como sea posible. Xylander
acuna el término latino adaequalitas del griego parisdtes en su versiéon al
Latin de la Aritmética, publicada en 1575 (8], p. 270). Boyer entiende la
“adigualdad” como una pseudo-igualdad que llega a ser igualdad cuando FE se
hace cero, e introduce el vocablo inglés pseudo-equality para traducir el latino
adaequalitas, que es el usado por Fermat en su texto ([2], p. 156). Andersen,
por su parte, interpreta “hacer adiguales” dos expresiones con el significado
de hacerlas tan aproximadamente iguales como sea posible ([9], p. 38).

En algunos ejemplos, resueltos por Fermat, la cantidad méxima 6 minima
en consideracion contenia una raiz cuadrada. En esas situaciones, Fermat
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elevaba al cuadrado la adigualdad antes de aplicar las tultimas etapas de su
regla y, en particular, al aplicar la etapa 6, dividia todos los términos por una
misma potencia de FE, escogiendo ésta de manera que al menos uno de los
términos resultantes no contuviera E.

Fermat escogid, para ilustrar su método, el problema de dividir un seg-
mento dado en dos partes de tal manera que el producto de las longitudes
de éstas sea un maximo. Sea B, la longitud del segmento dado y A, la de la
primera parte, como se muestra en la Figura 2. Es necesario hacer méxima

Figure 2: Divisién del segmento B.

el area del rectangulo de la Figura 3, es decir, la cantidad A(B — A). La

Figure 3: Rectangulo de area maxima.
solucién del problema era bien conocida: el valor A = % hace que la cantidad
A(B — A) sea un maximo.
Vamos a desarrollar el problema paso a paso apelando a la regla propuesta
por Fermat.

1. Identificamos con A la incégnita del problema.

2. La cantidad méxima es A(B — A), la cual, desarrollada en potencias de
A, nos da

AB — A% (1)

3. Sustituimos A por A + E, en (1), con lo cual obtenemos (A + E)[B —
(A + E)], que, desarrollada en potencias de A y E, nos da

AB+ BE — 2AF — A% — E2 (2)
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4. Hacemos “adiguales” las dos expresiones de la cantidad méxima, dadas
en (1) y (2), asi:

AB+ BE — 2AE — A> — E? ~ AB — A2,
donde el simbolo ~ representa la adigualdad.
5. Eliminamos los términos comunes y obtenemos

BE —2AE — E*> ~ 0.

6. Dividimos todos los términos por E para obtener

B—-2A—-FE~0.

7. Ignoramos los términos que ain contengan F, lo que nos dara
B —-2A~0.
Las cantidades restantes se hacen iguales para llegar a la expresién
B—-2A=0.

B
2

8. La resolucién de esta ultima ecuacién nos daré el valor A = =, que hace

que la cantidad A(B — A) sea un méximo.

Segiin explica Fermat en el Syncriseos et anastrophes, que data aproxima-
damente de 1640, el procedimiento para calcular maximos y minimos se le
ocurri6 al observar que, si el segmento de longitud B es dividido por un
punto P en dos partes de longitudes Ay B — A, entonces hay en general dos
posiciones de P para las cuales el producto A(B — A) es igual a una cantidad
dada Z. El valor maximo de dicho producto es BT2, valor para el cual hay
solo una posicién de P, a saber, el punto medio del segmento dado, tal como
lo habia establecido Pappus.
Fermat analiza la ecuacion

X(B-X)=2Z (3)

la cual tiene dos raices, que denota por A y E, cuando Z < BT2.

Haciendo uso de la teoria de ecuaciones de Vieta, Fermat obtiene suce-
sivamente las expresiones A(B — A) = E(B — E), AB — A?> = EB — E?,
BA—BE =A?—-FE?y B(A—E) = (A - E)(A+ E). Dividiendo la tltima
expresion por A— FE, llega a B = A+ E. Entre més proximo esté Z de BTQ, la
diferencia entre A y E serd menor, y finalmente, cuando Z = BTQ, se tendra
Aigual a E'y B = 2A, que es la solucién tnica que da un valor méximo del
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producto. Asi, para hallar la cantidad méxima se hace necesario igualar las
raices Ay E.

Con el fin de evitar las dificultades de la division por A — F, Fermat
decidi6 tomar las dos raices de (3) como A y A+ E, y dividir por E. Al
final, para igualar las raices A y A+ E, hizo E = 0. El recurso de hacer
E = 0 conduce a los mismos resultados que la instruccién dada por Fermat
en la etapa 7 de su regla, en la cual pide ignorar o suprimir aquellos términos
que todavia contengan a F. Cuando se aplicaba el procedimiento de Fermat
era de comin usanza hacer explicitamente £ = 0 al final del proceso, a pesar
de que en las etapas iniciales del mismo se pide dividir por F, lo que exige
E # 0. El método funcionaba en la préctica y permitié resolver numerosos
problemas de maximos y minimos, a pesar de la incongruencia que hemos
senalado, la cual, al decir de Andersen, se convirtié en una “espina clavada
en el costado del matemdtico” (|9], p. 41).

Debido a la eficacia préctica del método de maximos y minimos y a pesar
del defecto que hemos senialado, Fermat lo aplicé a la solucién de problemas de
otros campos, como la determinacion de los centros de gravedad de diferentes
figuras geométricas o la construccién de la tangente a una curva en un punto
dado de esta. Fermat extendié su método también a la 6ptica: asumiendo
que un rayo de luz que pasa de un medio a otro sigue siempre el camino
méas rapido (lo que hoy se conoce como el principio del tiempo minimo de
Fermat), us6 el método para determinar el camino en el que la luz emplea
el minimo tiempo. Fermat demostré finalmente que su principio del tiempo
minimo implicaba la ley de la refraccion que Snell habia establecido en 1619.

Queremos resaltar las siguientes caracteristicas del método de Fermat:

1. El método da una condicién necesaria para los maximos y minimos, pero
esa condicién no es suficiente y tampoco permite distinguir un maximo
de un minimo.

2. El procedimiento es puramente algebraico y algoritmico, no geométrico.

3. El método de maximos y minimos de Fermat no implica, en principio,
el concepto de limite.

Nos preguntamos cudn cerca estuvo Fermat de la nociéon de derivada. Obser-
vamos, en primer lugar que, si en las etapas 2 y 3 denotaramos la cantidad
maxima 6 minima por f(A) y f(A+ E), tendrfamos f(A+ E) ~ f(A) en
la etapa 4. En la etapa 5, eliminarfamos los términos comunes y podriamos
poner f(A+ E) — f(A) ~ 0. En la etapa 6, dividirfamos por E y ten-
driamos W ~ 0. En la etapa 7, eliminariamos los términos que
todavia contienen FE, 6 bien harfamos E = 0, y obtendriamos la expresion
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(W) ~ 0. Al resolver, finalmente, la ecuacién

E=0

(EETE LN W

E

obtendriamos los valores de A que corresponden a méximos ¢ minimos de

f(A). Si, inducidos a ello por nuestra mirada de hoy, interpretaramos la

w ) en el sentido de tomar el limite cuando E — 0,

expresion (

entonces tendriamos

. f(A+E) - f(A)
Pglglo E

=0, (5)

en lugar de (4), y la solucion de (5) nos daria los valores de A para los cuales
f(A) es maximo 6 minimo.

Si, con el 4nimo de insistir en una notaciéon como la de hoy, pusiéramos
A=zy FE = Az, la ecuacion (5) quedaria

i JA+ A2) = F(4)
Az—0 Az

~0. (6)

Sabemos que, si dicho limite existiera, serfa igual a la derivada f'(x) y ten-
driamos la expresion

f'(z)=o0. (7)

Afirmariamos, entonces, como lo haria un estudiante de hoy, situado en otro
contexto teorico, que las soluciones de la ecuacion (7) nos dan los valores de
x para los cuales f(x) es maximo 6 minimo relativo. Afirmaciones como esta
se encuentran, con frecuencia, en los textos de historia de las matemaéticas.
Eves, por ejemplo, dice:

“Aunque la légica de la exposicion de Fermat deja mucho que
desear, se ve que su método es equivalente a establecer que
A+h)— f(A
LS4+ R) = £(4)
h—0 h

=0.

Es decir, que la derivada de f(x) esigual a cero. Este es el método
acostumbrado para encontrar los maximos y minimos ordinarios
de una funcién f(z) y a él se refieren a veces nuestros libros de
texto elementales como el método de Fermat” ([5], p. 326).

Maés recientemente puede encontrarse en la Internet el siguiente texto que
aparece respaldado por el Ministero dell’ Istruzione, dell’ Universita e della
Recerca. Laboratorio a distanza MATMEDIA. Servizio per I’ insegnamento
/ apprendimento della Matematica. Universita degli studi di Napoli.
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“L’invenzione del calcolo diferénciale

Gli storici non sono concordi nello stabilire “chi per primo” abbia
formulato un procedimento che possa essere considerato la prima
forma di derivazione.

C’¢ chi attribuisce al matematico René Francois de Sluse (1622-
1685), nato nei Paesi Bassi, tale primato in virta di una regola,
trovata nel 1652, per determinare la tangente ad una curva di
equazione f(x,y) = 0 con f polinomio. Tale regola, rimasta
inedita fino al 1673, puo essere cosi formulata: la sottotangente
sard il quoziente ottenuto ponendo al numeratore tutti i termini
contenenti la y, moltiplicati ciascuno per I’esponente della potenza
di y che compare in essa, e ponendo al denominatore tutti i ter-
mini contenenti la x, moltiplicati ciascuno per 1’esponente della
potenza di z che compare in essa e poi divisi per z. Cid equivale,
diremmo oggi, a scrivere y f,/f,, cosi che la sottotangente resulta
t = ydx/dy, partendo dall'uguaglianza f, dz = —f, dy.

C’é chi, invece, risale al gia piul volte citato Pierre de Fermat che,
nel suo trattato Methodus ad disquirendum maximam et mini-
mam del 1637, elabord un metodo brillante per individuare i punti
in cui una funzione assume un valore massimo o minimo. Infatti
il matematico confronto il valore della funzione f(z) in un certo
punto di ascissa x con il valore f(x + e) in un certo punto di as-
cissa  + e molto vicino ad x. In generale questi due valori sono
diversi, ma nel punto pit alto o piil basso di una curva la loro dif-
ferenza sara quasi impercettibile: pertanto per determinare i punti
di massimo e minimo Fermat uguaglio f(x) a f(z + e). Quanto
piu piccolo é l'intervallo “e€” tra i due punti tanto piu la pseudo-
uguaglianza si avvicina all’'uguaglianza, per cui, una volta diviso
il tutto per “e”, il matematico pose e = 0. Questo procedimento,
diremmo oggi, non ¢ niente altro che il calcolo del limite per “e”
che tende a 0 del rapporto incrementale

flz+e) - f(z)

(&

=0

uguagliato a 0: quello che noi a tutt’oggi facciamoll”. [7]
Hemos traducido el texto anterior al castellano de la siguiente forma:

"La invencién del cilculo diferencial.

Los historiadores no estdn atn de acuerdo en establecer “quién
fue el primero” en formular un procedimiento que pueda ser con-
siderado la primera forma de derivaciéon. Algunos le atribuyen
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No obstante, las anteriores afirmaciones son erréneas, ya que fuerzan el método
expuesto por Fermat y lo interpretan segin la mirada de hoy. Veamos deta-
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al matematico René Francois de Sluse (1622-1685), nacido en los
Paises Bajos, tal primacia en virtud de una regla, hallada en 1652,
para determinar la tangente a una curva de ecuacion f(z,y) =0
con f polinomio. Tal regla, inédita hasta finales de 1673, pudo
ser formulada de esta manera: La subtangente serd el cociente
obtenido al poner el numerador en términos que contengan la vy,
multiplicando cada uno por el exponente de la potencia de y que
alli aparezca, y poniendo el denominador en términos que con-
tengan la x, multiplicando cada uno por el exponente de la poten-
cia de z que alli aparezca Jy después dividir por z. Esto equivale,
diremos hoy, a escribir yf—z de esta manera, la subtangente re-

sulta t = yg—i a partir de la igualdad f,dx = f,dy. Otros, por
el contrario, se remontan al ya muy citado Pierre de Fermat que,
en el tratado Methodus ad disquirendum maximam et minimam
de 1637, elaboré un método brillante para localizar un punto en
el cual una funcién toma un valor maximo o minimo. En efecto,
el matematico confronto el valor de la funcién f(z) en un cierto
punto de abscisa = con el valor f(z + €) en un cierto punto de
abscisa x + e muy cercano a x. En general estos dos valores son
distintos, pero en un punto més bajo o més alto de una curva sus
diferencias seran casi imperceptibles: Por tanto, para determinar
los puntos de méxima y minima, Fermat igual6 f(x) a f(z +e).
Cuanto mas pequeno es el intervalo “e” entre los dos puntos tanto
més la seudo-igualdad se aproxima a la igualdad, por lo cual, una
vez dividido todo por “e”, el mateméatico hace e = 0. Este pro-
cedimiento, diremos hoy, no es otra cosa que el cilculo del limite
cuando e tiende a cero de la relaciéon incremental

fla+e)— f@)

e

Igualado a 0: aquello que todos hoy hacemos!!”.

lladamente porqué:

1. Fermat no tiene clara la nocién de variable independiente, como se tiene
hoy. El da un significado a una ecuacién algebraica en dos incognitas,
las cuales concibe como segmentos, es decir, magnitudes lineales deter-

minadas.

. Fermat no pensaba en funciones, sino en cantidades. De hecho, habla de
una “cantidad maxima o minima”, no de una funcién que debe asumir

su valor maximo o minimo.
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3. Para Fermat, F no es un incremento infinitesimal, pues las raices de
su método de maximos y minimos se encuentran en el dominio de lo
finito algebraico de la teoria de ecuaciones de Vieta. Aunque la idea
del cambio de variable mediante el incremento F se pudiera desprender
del Methodus, la naturaleza de E como entidad algebraica finita impidi6
que Fermat pasara de lo finito a lo infinito en el tratamiento de maximos
y minimos.

4. El procedimiento expuesto en el Methodus no supone, en principio,
ningin concepto de limite. Para Fermat, la E no es algo que tiende
a cero, pues si observamos la etapa 7 de su regla, lo que hace es elimi-
nar los términos que aun contienen F, o bien hace £ = 0. Aunque el
concepto de adigualdad evoluciona posteriormente en Fermat hacia la
nocién de lo “aproximadamente igual”, lo cierto es que en el Methodus
se circunscribe a lo finito algebraico. Alli, el verbo latino evanescere
asume el significado de desaparecer y habra que esperar hasta New-
ton para que dicho verbo llegue a tener el significado matemaético de
aproximarse a un limite (“razones inicas de cantidades evanescentes”).

5. El método, en la etapa 7, permite dividir por potencias superiores de
FE, cosa que no ocurre en la definicién de derivada.

6. Fermat no hace ninguna referencia a que el método de s6lo una condicién
suficiente.

7. Los problemas de maximos y minimos de Fermat son problemas de
construcciones geométricas més que de optimizacién de cantidades.

3 El método de Fermat para determinar la tangente a una curva
en un punto dado

Fermat, como una aplicaciéon de su método de méximos y minimos, determiné
en el Methodus la tangente a una parabola. Es importante sefialar, antes de
describir este procedimiento, que la tangente sera conocida si, dado el punto
de tangencia, puede determinarse el punto de intersecciéon de la tangente
con el eje de la pardbola. Para determinar este punto basta con encontrar
la proyeccién sobre el eje, del segmento de tangente comprendido entre el
punto de tangencia y el punto de interseccién; esta proyeccion es llamada
la subtangente. Apolonio habia resuelto el problema en Las Cdnicas, de la
manera siguiente:

“Proposicién 1-33: Si desde un punto de una pardbola se traza
de una manera ordenada una recta sobre el didmetro y se toma
una igual a la que esta ultima determina en el didmetro en la
direccién de este y a partir del vértice, la recta de unién del punto
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asi obtenido con el que se tom6 en la pardbola serda tangente a
esta” ([1], p. 343).

Consideremos la pardbola DB de eje DC, como se ilustra en la Figura 4.
La idea de Fermat es aplicar su método de maximos y minimos para hallar la
tangente a la pardbola en el punto B. Supongamos, con Fermat, el problema
resuelto y sea BE la recta buscada. Tomemos un punto arbitrario O sobre
BE y tracemos el segmento IO paralelo a la ordenada BC, donde P es el
punto de interseccién de este segmento con la parabola.

Figure 4: Tangente a la parabola.
El procedimiento seguido por Fermat([9], p. 42 - 43) es el siguiente: De

la desigualdad IO > IP y de la propiedad caracteristica de la parabola! ([1],
p. 338), que se expresa mediante la proporcion siguiente:

DC : DI = CB?: IP? (8)
obtenemos
DC : DI > CB?: I0% (9)
Como los tridngulos EIO y ECB son semejantes, tenemos
CB?:10? = EC*: EI? (10)

y, por lo tanto,
DC : DI > EC? : EI*. (11)

! Apolonio establecié esta propiedad en Las cénicas, de la manera siguiente: “Proposi-
cion 1-20: Dos rectas trazadas ordenadamente de la pardbola al didmetro, las rectas que
determinan en este, del lado del vértice, son entre si como los cuadrados de las primeras
rectas.”
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Haciendo? EC = a (a es la incognita), DC = d (d es conocida, pues el
punto B estd dado) y IC = e en (11), tenemos

d:(d—e)>a*:(a—e) (12)
De donde obtenemos

a’d + e*d — 2aed > a*d — a®e. (13)

Ahora, Fermat sustituye en (6) la desigualdad por la adigualdad, obte-
niendo

a’d + e*d — 2aed ~ a*d — a®e (14)

y, continda con las etapas 5 - 8 de su regla, de la manera siguiente:
Etapa 5. Elimina los términos comunes de (14), obteniendo

e’d — 2aed ~ —a’e. (15)

Etapa 6. Divide todos los términos de (15) por e, obteniendo
ed — 2ad ~ —a? (16)

Etapa 7. En la adigualdad (16) ignora el término ed, que es el inico que
aln contiene e, obteniendo
—2ad ~ —a®. (17)

Reemplaza la adigualdad (17) por la igualdad

—2ad = —a®. (18)

Etapa 8. Finalmente, resuelve la ecuacion (18) para a, obteniendo a = 2d,
es decir, EC = 2DC, tal como lo habia establecido Apolonio.

La exposiciéon de Fermat era imprecisa con respecto al problema de méaxi-
mos y minimos que tenfa en mientes y que le sirvié para la determinacién de
la recta tangente a la pardbola. Observamos, sin embargo, que a partir de la
desigualdad (12) se sigue

2
@ (o=
d d—e

Ahora bien: Si el punto O se desplaza sobre la tangente hasta el punto de
contacto B y, en consecuencia, I lo hace hacia C sobre el eje de la parabola,
(a—e)

2
entonces la razén - —— alcanzara su valor maximo cuando los puntos O e

2Para una mayor comodidad en la lectura, hemos preferido usar las letras mindsculas
a, dy e, en lugar de las maytsculas A, D y E, que son las que habia empleado Fermat en
consonancia con Vieta.
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I coincidan, respectivamente, con B y C, es decir, cuando la longitud e del
segmento IC sea cero. Lo cual sugiere el siguiente problema de extremos
(maximos y minimos):

Problema 1: Dado el segmento C'D, hallar en su prolongacién a partir
de D un punto E tal que %—%2 sea un extremo (minimo). (Ver Figura 5) Es im-

Figure 5: Problema de minimo.

portante resaltar que, en el momento de la invencién del método de tangentes,
Fermat solo contaba con los avances de la geometria griega, los cuales no per-
mitfan hablar de razones entre distintas dimensiones geométricas, como, por
ejemplo, entre areas y longitudes. Es Descartes quien muestra que es posible
sumar, restar, multiplicar y dividir segmentos dados, obteniendo un nuevo
segmento, para lo cual precisa de un segmento unidad ([3], p. 5).

De esta forma, pensamos que para Fermat, %—%2 es la razén entre el area
de un cuadrado de lado C'E y el area de un rectangulo de lados CD y la
unidad.

Veamos cémo se resolveria este problema con los ocho pasos de la regla

de Fermat.

1. Ya hemos identificado con a la longitud desconocida del segmento EC.

2. La cantidad minima seria

IS

- (19)

expresada en potencias de a.

3. Sustituiriamos a por a—e y d por d—e, en (19), con lo que obtendriamos

(a—e)? a®—2ae+e?
d—e d—e :

, que al desarrollarla en potencias de a y e, nos daria

4. “Harfamos adiguales” las expresiones de la cantidad méxima halladas
en 2. y 3. y obtendriamos % ~ %, de donde tendriamos la
expresion (14), a partir de la cual se podrian aplicar las etapas 5 - 8 de
la regla de Fermat, como en (15), (16), (17) y (18), hasta establecer que

a = 2d, con lo cual quedaria resuelto el problema.

Adicionalmente, observamos que, a partir de la propiedad caracteristica de

la parabola, dada en (8), tendriamos %—%2 = %. Si denotdramos por k a este

cociente, tendriamos C'D = (%) CB?. Entonces %—%2 =k (g—g;) =k (%)2.
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. . 2 . .
Por tanto, la calidad de maximo para CC% corre parejas con la de minimo

2 . - . .
para (g—g) . Lo cual sugiere el siguiente enunciado alternativo:

Problema 2: Dada la parabola DB y el eje DC de la misma, encontrar
sobre el eje un punto E tal que el coeficiente angular % de larecta B sea un
extremo (maximo). (Ver Figura 6) Descartes critico el Methodus, en una carta

Figure 6: Problema de méximo.

que le dirigié6 a Mersenne en enero de 1638, con el argumento de que Fermat
no habfa resuelto alli ningiin problema de maximos o minimos cuando deter-
miné la tangente a la parabola y, por lo tanto, aunque el resultado obtenido
por Fermat era correcto, el método empleado no podia ser aplicado en gene-
ral. La respuesta de Fermat data de junio del mismo ano y estd contenida
en la memoria Méthode de maximis et minimis expliquée et envoyée par M.
Fermat a M. Descartes, conocida como Méthode expliguée. En este texto,
Fermat le restaba importancia al problema mismo de maximos o minimos
que estuviera involucrado en su determinacion de la tangente a la parabola y
ponia el énfasis, en cambio, en el procedimiento que habia empleado, el cual
se derivaba de su método de maximos y minimos. En efecto, argumentando
segiin Fermat, dirfamos que, para valores pequenos de e, el punto O de la
Figura 4 puede considerarse indistintamente situado tanto sobre la parabola
como sobre la tangente, lo que permite establecer la adigualdad (14) y, poste-
riormente, haciendo e = 0, como en el método de maximos y minimos, llegar
al resultado deseado. Dada la semejanza de los triangulos FOI y EBC),
tenemos 10 : BC' = EI : EC, y, de aqui, tenemos 10 = BC (%)

En vista de que 10 es “casi igual” a I P, cuando e es pequeiio, el argumento

de Fermat nos permite escribir la adigualdad IP ~ BC (%), o bien IP? ~
2

BC? (<)
Pero, como IP? = kDI y BC? = kDC, tenemos kDI ~ kDC (%)2,
es decir, k(d —e) ~ kd (%)2, es decir, a®(d — e) ~ d(a — €)?, de donde se
obtiene a?d — a?e ~ a®d + e%d — 2aed, que es la expresion (14), a partir de la
cual aplicamos las etapas 5 - 8 del método de méximos y minimos.
Lo esencial del argumento de Fermat radica en considerar que el punto O
puede tomarse, de manera casi indistinguible, bien sobre la tangente o bien
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sobre la curva, lo cual permite establecer la adigualdad y, a partir de ésta,
proceder como en el método de méximos y minimos. En relacién con estas
consideraciones, dice Boyer:

“Este procedimiento es estrictamente comparable a aquel que se
emplea hoy en el cédlculo, cuya justificacion tedrica estd dada en
términos de limites; pero la explicacién de Fermat hace pensar
més bien en el recurso de eliminar (neglect) los infinitesimales,
el cual se encontraré en el trabajo de Leibniz” ([2], p. 58).

4 La tangente al folio de Descartes

Presentamos enseguida, adaptada a la notacién que se emplea en la geometria
analitica, la explicaciéon dada por Fermat de su procedimiento para encontrar
la tangente en un punto dado a una curva cuya ecuacién es conocida. Nuestra
presentacion se fundamenta en las versiones modernas de Andersen ([9], p.
44) y Eves ([5], p- 326). Advertimos al lector que sea cuidadoso y se prevenga
contra los riesgos de caer en el anacronismo, propios de este tipo de ejercicios
de adaptacion.

Supongamos dada la curva, que la ecuacion de ésta es f(z,y) = 0y que su
representacion grafica con respecto al sistema de ejes x y y perpendiculares
es la que se muestra en la Figura 7. Nos proponemos encontrar la tangente
a la curva en el punto B de coordenadas (u,v). Hagamos EC = a (a es la
subtangente en el punto B) y IC = e. Dado que los tridngulos EOI y EBC

¥

Figure 7: Tangente a una curva.

son semejantes, entonces % = “T‘Fe, de donde % = aT*'e, y, por tanto,
a+e
10 =v . (20)
a

Cuando O estd muy cerca de B, 10 es casi igual a PI y, por lo tanto, es

muy proximo a vy U“TjLe es muy proéximo a v. De esta forma,

f<u+e,va+

) ~ fu,0) (21)
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Pero como f(u,v) = 0 se tiene f (u + e, vaai) ~ 0, que es la adigualdad a la
que Fermat aplica su método de maximos y minimos para hallar a, en términos
de u y v. Tlustremos este procedimiento algoritmico algebraico aplicandolo al

folio de Descartes, curva cuya ecuaciéon puede escribirse de la forma
fz,y) =23+ 3> — nay = 0. (22)

Dicha ecuacion fue propuesta por Descartes en 1638. Esta curva representa
una hoja en el primer cuadrante. La representacion gréfica del folio se muestra
en la Figura 8, en las coordenadas rectangulares “cartesianas” que se usan
hoy. En la ecuacién (22), n = 3b y b es un parametro. Sea B el punto de la

Figure 8: Folio de Descartes.

curva con coordenadas (u, v) en el cual nos proponemos encontrar la tangente.
Tenemos

f <u+e,v(a2:6)> = (u+e)?+ [v(a;re)r_n(u+e)v <a::e>
v3(a® + 3a2e + 3ae? + e3)

= u® + 3ue + 3ue? + 3 + 3
a

_ (nuv + nev)(a+e) 3evd  3e%v?

=u® + 3u’e + 3ue’ + €3 + % +

a a a?
e3v? enuv e*nv 3 3
+ —— —nuv — —env — = (u’ +v° — nuw)
a3 a
5 33 nuv
+ 3w+ ————nv]e
a a

3 3
+ <3u+3i2—@> e* + (1+v_3> 2. (23)
a a a

Y, como B esté en la curva, se cumple que ud +v3 —nuv =0 y, por tanto,
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obtenemos

3
f<u+€,vw> = <3u2+31—@—m;>e

a a
3 3
+ <3u—|—3%—@> e’ + <1+v_3> e®. (24)
a a a

Ahora, debemos aplicar el procedimiento algebraico del método de maximos
y minimos a la adigualdad

3 3
<3u2+3i—w—m}>e+<3u+3%—@>62
a a a a

3
+<1+”—3)e3~0
a

lo que nos permitira finalmente encontrar el valor buscado de la subtangente
a.
Dividimos por e, segin la etapa 6, para obtener

30° 3v° ’
<3u2+%_$_m>+(3u+a_g_%)e+(1+g_3)euo.

Continuando con la etapa 7, ignoramos los términos que ain contienen e,
obteniendo

33
g2+ 2 o, (25)
a a

Luego igualamos los términos en (25) y obtenemos

3 3
g2+ Mo (26)
a a

Para finalizar expresamos el valor de a en términos de u y v, en (26), aplicando
operaciones algebraicas, asf

3
3u2—nv:—<3i—w>

a a
2 _ 3
a(3u” —nv) = —(3v° — nuv)
303 — nuw
G=—75_
3u® — nv
30?2 — nu
a=—V—-.
3u? — nov

Que es lo que se queria hallar.



El método de las tangentes de Fermat 19

5 La tangente a la cicloide

En su memoria Doctrinam Tangentium, que data de 1640, Fermat quiso
mostrar que los pasos que se desarrollaron en el Methodus no solo eran apli-
cables a las curvas que Descartes denomin6é matemdticas, es decir, aquellas
cuyas propiedades especificas son expresables s6lo mediante lineas rectas, sino
también a las llamadas curvas mecdnicas, cuyas propiedades especificas son
expresables no s6lo mediante segmentos de recta, sino también mediante seg-
mentos curvilineos ([8], p. 176).

Para hallar la tangente a una curva, la propiedad especifica de la curva era
considerada por adigualdad, no sobre la curva misma sino sobre la tangente
a encontrar. De esta forma, las longitudes de arco de las curvas eran susti-
tuidas por las partes correspondientes de las tangentes. Por ejemplo, para la
parabola de la Figura 4, se tendria

pe _or
CD DI’

Puede notarse cémo el concepto de adigualdad sufre una gran evolucién hacia
la nocién de aprorimadamente igual, lo cual Fermat deja plasmado en los dos
principios siguientes:

“Primero: Se pueden sustituir las ordenadas de las curvas por las
ordenadas de las tangentes ya halladas.

Segundo: Se pueden sustituir las longitudes de arco de las curvas
por las partes correspondientes de las tangentes ya halladas”. ([§],
p. 178)

Con base en estos dos principios, Fermat encuentra la tangente a la ci-
cloide. Esta curva es definida como el lugar geométrico descrito por cualquier
punto fijo de una circunferencia que rueda, sin resbalar, sobre una recta fija.
El primero en estudiarla es Nicolas de Cuse (1401- 1464), en un intento por
encontrar el drea de un circulo. Galileo, en 1599, le da el nombre a esta curva
y Mersenne da la definicién satisfactoria y enuncia la propiedad caracteristica,
segun la cual la longitud de la base de la cicloide es igual a la circunferencia
generatriz.

Veamos, haciendo uso de la notacién algebraica moderna, como halla Fer-
mat la tangente a la cicloide: Consideremos la cicloide HCG de vértice C,
cuya circunferencia generatriz es CMF, que ilustramos en la Figura 9, y
sea RDB la tangente en un punto cualquiera R. Sea CD = z, RD = f(x),
MD = g(z) y DB = a. Segin la propiedad caracteristica de la cicloide,
tenemos que:

f(z) = RM + MD = arcCM + g(x). (27)
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Figure 9: Tangente a cicloide.

Hagamos DE = e y tracemos N E paralela a RD, que corta a RBen N y a

la circunferencia en O. Como los tridngulos RDB y NEB son semejantes,
entonces % = %. Es decir % = -2 de donde

a—e’

a—e)'

NE = f(x) (28)

a
De acuerdo con el primer principio, reemplazamos la ordenada f(z — e)
de la curva por la correspondiente ordenada de la tangente, es decir, hacemos

(a—e)

F@) =L~ fa ). (29)
Por la propiedad caracteristica de la cicloide tenemos ahora que
f(z —e) =arcCO + g(z —e). (30)
Pero,
arcCO = arcCM — arcOM (31)

y reemplazando (31) en (30), obtenemos

flx —e) =arcCM — arcOM + g(x — e). (32)

Sea M A = d, la tangente a la circunferencia CMF', que corta a NE en V,y
sea AD = b, la subtangente a ésta en el punto M. De la Figura 9, vemos que

el tridngulo M DA es semejante al tridngulo V EA, por tanto 1\‘;[]15) = %, es
decir % = bfbe, por lo tanto
h—
VE = g(m)( 6). (33)

b
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Aplicando de nuevo el primer principio, ponemos

~ g(x —e). (34)

Por el segundo principio, podemos reemplazar ahora las longitudes de arco

de las curvas por las partes correspondientes de las tangentes ya halladas y,
por tanto, ponemos

arcOM ~ MV. (35)

Pero, de la semejanza de los triangulos en MDA y VEA tenemos

de

Luego, de (35) y (36) se tiene
de
arcOM ~ MV = . (37)

Y reemplazando (37) y (34) en (32), tenemos

f(x —e) ~arcCM — df + g(x) (b ; ). (38)
De nuevo reemplazando (27) y (38) en (29), tenemos
(arcCM + g(z))(a —e) o areC'M — de + o) (b—e)
a b e
arcC'M arcCM) a e
(M) (RO 8y~ gt

a a a a

~ arcCM — dTbe + %g(:v) — %g(x). (39)

De acuerdo con la etapa 5 de Fermat, eliminamos los términos comunes,
quedando
arcCM e de e

" 59(95) N T 59(95)- (40)

Segun la etapa 6, se dividen todos los términos por e, para obtener

—€

—% — @ ~ —% — %’6). Por la etapa 7, los restos se hacen iguales y
se obtiene —M—@ I—%—L;),obien M""@ = %+L§”)’ es
decir,

arcCM + g(x) _d+ g(x) (41)

a b
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Reemplazando (27) en (41), tenemos

@) _d+ ()
a b '

(42)

Por el teorema de Pitagoras, tenemos d* = g(z)? + b, de donde b? = d? —
9(x)* = (d + g(x))(d — g(2)). Asi,

b d
d—g(x) b
Sea S el centro de la circunferencia generatriz y r el radio de la misma.
Como los tridngulos AMS y SM D son semejantes, entonces

d__b _ 9@)
roglz) r—x (44)

Por propiedad de las proporciones, de la primera y tercera fracciones en

(44) obtenemos i%g) = % De donde

d—g(x) _d (45)
x r
Pero, como en (44) £ = ﬁ;), obtenemos en (45) d_i(@ = TI;)' Por lo tanto,
g(x) b
= . 4
z  d—g(x) (46)
Igualando (43) y (46), obtenemos
o(a) _d+gle) )

x b

Ahora, igualando nuevamente (42) y (47), tenemos -

De esta forma, las pendientes de M C y RB son iguales. Por lo tanto, la
tangente en R es paralela a M C'. Asi, podemos hallar la tangente a la cicloide
en el punto R trazando una paralela a M C' por dicho punto.

Queremos resaltar, por su interés para el desarrollo histérico del concepto
de limite, la evoluciéon que sufre la nocién de adigualdad en Fermat. En el
Méthode expliquée, dicha nociéon sirve para expresar la pseudoigualdad entre
la ordenada en la curva y la de la tangente; en Doctrinam Tangentium, se
extiende radicalmente para expresar la pseudoigualdad entre la longitud de
un arco a lo largo de la curva con el segmento de tangente que la subtiende.
Esta ultima postura podria representar el transito intelectual de Fermat hacia
conceptualizaciones en las que se involucran el infinito y lo infinitesimal, como
lo “aproximadamente igual” o, incluso, lo “igual en el caso limite”, y se hace
mucho més clara en su Tratado sobre cuadratura, en el cual Fermat dice,

fl@) _ g9(=)
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de manera explicita: “. ..de acuerdo con el método de Arquimedes podemos
adigualar, como dice Diofanto, o igualar por aprozimacion” ([8], p. 183).

Reconocimientos: Este trabajo se enmarca en el proyecto de inves-
tigacion “Una metodologia alternativa para la ensenanza y el aprendizaje
del concepto de limite”, COLCIENCIAS 1115-11-12704, y en el programa
de maestria en educacion, con énfasis en docencia de las matematicas, de la
Universidad de Antioquia.
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